Rappel : Si une
fonction f est inte-
grable sur un inter-

Vallalors/f(t)dt
I

converge, auquel cas :

sil =[a,+oo],

| far =
lim /axf(t)dt.

Attention : la réci-

proque n’est pas vrai.

Concours commun marocain 2019 *
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Ce corrigé détaillé vise a donner une approche pédagogique qui ne se contente pas
seulement de résoudre les questions du sujet, mais essaye de mettre le point sur les
parties de cours utilisées et les astuces classiques que le candidat doit retenir en
travaillant cette épreuve. Aussi, comme on dit le diable est dans les détailles, les
éleves doivent savoir détailler les étapes des problemes qu’ils entament parce que
c’est la la compréhension vraie et correcte des mathématiques.

Pour toute remarque, suggestion ou erreur veuillez me contacter sur mon email.
Mereci.

EXERCICE

Pour tout entier naturel n, on définit la fonction g, de la variable réelle x
par:

2
Vx € R, gun(x) = x" exp (_E)

1. Question
Soit n € IN. Montrer que la fonction g, est intégrable sur l'intervalle [0, +oo].

Réponse :

Soit n € IN.

Ona

e ¢, est continue positive sur [0, +-00].

1 1
e au voisinage de +o00: g, (x) = 0 (P) etx — 2 est intégrable sur [1, +00]

donc g, est intégrable sur [1, +-00]
Donc g, est intégrable sur [0, +oo].
2. Pour touta > Oetn € IN, on pose

I = /O T en(x)dx et In(a) = /0 " g (x)dx.

2.1. Question
Soitn € IN.
Pour tout a > 0, établir une relation entre les intégrales I,(a) et I, 412(a) a
l’aide d’une intégration par parties puis en déduire que I,;;2 = (n + 1)I,,.
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Réponse :
Pour l'intégration par ~ Soit n € IN.
partie on pose : )
— N+l a
w=ane 22 Lyio(a) = / X" exp (_x_) dx
v = xexp (—2> 0 2
“ n+1 x2
= ——|d
; x"xexp ( 5 ) X
x2 a a 2
= [—x”“ exp (—— } +(n+ 1)/ x" exp (——) dx
2 0 0
LZZ
= —a"lexp (—E) + (n+1)L,(a)
Donc 5
a
Iiio(a) = —a"lexp (_E) + (n+1)L,(a). (%)
Déduction :

Si f est pair alors
[ s =
2 /0 " f(bat

+o0
On a g, est intégrable sur [0, +oco| donc I,, = / n(x)dx est conver-
0

a
genteetona [, = li+m/ gn(x)dx = liin I,(a). Donc : en fait tendre a
a+oo J x—+00

vers +oco dans (x), on obtient
Liyp = (n+1)I,. (%)

2.2. Question

| T
En utilisant la loi normale centrée réduite, justifier que Iy = 5

Réponse :
On a la densité de probabilité de la loi normale centrée réduite A/(0.1)
est définie par :

1 2

e 2
V21
+o00 1 2

Et Comme/ f(x)dx =1, on obtient 2/ ez =1
R 0

V27T
+oo 2 7T
d’oﬁ:/ e 7 =4/ —.
0

2
2.3. Question

Vx eR, f(x) =

Calculer la valeur de I'intégrale I; et montrer que, pour tout entier naturel

n>=1,
[7t (2n)!
L, = E (2”11)! et [, = 2"n!
Réponse :

+o00 x2 x2 too
Or1a11:/O x exp (_E> dx = {—exp (—E>h =1

, 7T (2n)!
Montrons par récurrence sur n que : I, = /=

5 gl et [, 1 = 2"n!
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On a multiplié par
(2n + 2) en haut et en
bas.

Rappel :

e E[X] existe si,

et seulement si,

/ xg(x)dx converge,
R

au quel cas

E[X] = / xg(x)dx

R

e V[X] existe si,

et seulement si,

/ x?g(x)dx converge,
R

au quel cas

ViX] = /]szg(x)dx—

(/]R xg(x)dx) i

Remarque :
Six>0,ona
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T .
Pourn =0onaly = > et 1 =1 c’est vrai,

supposons le résultat vrai a I'ordre n et montrons le a 'ordre n + 1
onad’apres (xx): Ipypo = 2n+ 1) Iy et 3 = (2n+2) Iy 41

2n)!
donc: Ipyio = (2n+1)4/ g( ") et 13 = (2n+2)2"n!.

2"n!
[t (2n)!(2n+1)(2n 42 .
donc: 4o = E( )((27’1 T 2))2(”1’1! ) et hy43 = 2n+1(1’l + 1)!. d’ou:
[t (2(n+1))!

g1(x) si x>0

3. Soit g la fonction définie pour tout réel x par: g(x) = { 0 s rx<0°

3.1. Question
Démontrer que g est une densité de probabilité.
Réponse :

x2

Onag(x) = *&P (_E> st x20 gone: g est continue positive
0 si x<0
—+00
et [ g(x) = [ gixdx=1
d’og{ :gest ung densité de probabilité.
3.2. Question
Soit X une variable aléatoire réelle admettant g comme densité de probabi-
lité. Justifier que X admet une espérance E(X) et une variance V(X) puis
préciser leur valeur.

Réponse :
+00 9 x2
e On a / xg(x)dx = / x“ exp (_E> dx = I est convergente par
R 0
suite E[X] existe et vaut I, = g
2 T s x?
e On a / x“g(x)dx = / x° exp (—7> dx est convergente et vaut
R 0

Iz=2
2 4—m
D'ou: V[X] = / x?g(x)dx — (/ xg(x)dx) =L-I3= —
R R
3.3. On désigne par F et G les fonctions de répartitions respectives des
variables aléatoires X et Y = X?.

3.3.1. Question

Z_X (;U éi(w) <Vx Pour tout réel x, exprimer G(x) a l'aide de F et en déduire que Y est une
Sw e (—v/x <X < V) variable a densité.

donc P(X? < x) = Réponse :

P(—vV/x <X < V) Soit x € R,
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Rappel
On dit qu'une
variable aléatoire
X suit une loi
exponentielle de
parametre A > 0si X
admet pour densité la
fonction f définie par
Ae ™™ six>0
f”y_{ 0 six<0
La fonction de réparti-
tion de X est donnée

par
1= e ™ §ix>0
H”_{ 0  six<0
E[X] = < et V(X) = —
A 2
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Six < Oalors G(x) = P(Y <x) = P(X? < x) =0.

Six > 0alors G(x) = P(Y 2

e (/%)
F(vx) si

Donc: G(x) = 0 s x<0

Déduction :

On a T est continue sur R et de classe C! sur R* donc G l'est aussi,

par suite Y est une variable aléatoire a densité.
3.3.2. Question

variance V(Y).

Reconnaitre la loi de Y et donner la valeur de son espérance E(Y) et de sa

Réponse :

OnaVx >0,G(x) = F(vx) = /ﬁg(t)dt - /Oﬁtexp (—é) dt

o0

2NV X
donc G(x) = {— exp (—E>]O =1—exp (—§>
1
1—e 2% si x>0
D G(x) = -
one G() 0 si x<0

1
On reconnait alors la loi exponentielle de parameétre 5 et par suite
d’apres le cours E[X] =2 et V(X) = 4.

Fin de 'exercice
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On pose

etv= R (1)
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PROBLEME

Divers applications de la formule de Taylor avec reste intégrale

Notations

Dans ce probleme, K désigne I'ensemble des nombres réels ou celui des
complexes (K = RouC).

Pour tout (7, k) € IN?, avec k < r, on note (n) le coefficient binomial défini

k r!
pat <n) - k!'(r —k)!
PARTIE 1

Formule de Taylor avec reste intégrale; apllication

Soit I un intervalle non trivial de R et soit f : I — K une fonction de classe
C"*1, Soit (a,b) € I%; on pose

b _ 1)k
Ry = / %ﬂk“)(t)dt, 0<k<n

1.1. Formule de Taylor avec reste intégrale

1.1.1. Question

Mf(k)(a) 1R,

Montrer que pour toutk € {1,...,n}, Ry_1 = x

Réponse :
Soitk €€ {1,...,n}, al’aide d’une integration par partie on a

kel
Ry—1 = /ab %f(k)(t)dt

ok b
[

= L) 1,

" /ab . Z!t)kf“‘“)(wdt

1.1.2. Question

En déduire la formule de Taylor a ’ordre n avec reste intégrale suivante :

fley = o O gy o [T O gy
k=0 : a n.

Réponse :
Par récurrence sur n.
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b
Pourn =0,0ona f(b) = f(a) + / f'(t)dt, c’est vraie.

a
Soit n € IN*, supposons le résultat vrai a 'ordre n — 1 et montrons le
a l'ordre n.
Par hypotheése de récurrence

D’ou le résultat.

1.2. Application au calcul de la somme d’une série
On considere la fonction ¢ :] — 1, +-00[— R définie par :

V> 0,(t) = In(1+ t)

1.2.1. Question

Montrer que, pour tout n € IN*, la fonction i est n fois dérivable sur | —
(—1)"1(n—1)!
(14t)n

1, +oo[ et que Vt > —1, ™ (1) =

Réponse :

P est une fonction composée de fonctions usuelles donc de classe C*
sur | — 1, +00[ et par une récurrence immediate on a la formule de-
mandé.

1.2.2. Question

()

Justifier que la série numérique Z ———— est convergente.
n

Réponse :

C’est une série alternée qui vérifie le critere special des series alter-
nées, donc c’est une série convergente.

1.2.3. Question

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale (1) a la fonction 3
sur un intervalle & préciser, déterminer la somme de la série précédente.

Réponse :

Soit n € IN¥, On a ¥ est une fonction de classe C® sur ]0, +oo[, on
applique la formule de taylor avec reste integral 1’ordre n entre 0 et 1
on a

n

o0 =Y ge00) + [ Dy

k=0
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n
v Y ket v n—1/1 (1-t" 1
_k_zlk!( D (k=1)14+(-1) ; " (1+t)ndt
no(_1 k—1 -1 n—1 1(1 =)
S Vil i
-k n o (1+1)
i ) e ey
<1 — — <
=D EtonaVt € [0,1],‘ Y S Vi
_1\yn—1 ,1 _ f\n 1 _ f\n
donc (=1) / Cl) dt| < Cht) = 1 >
n o (T+£6)" 0 n n(n+1) ns+te
n (__1)k—4, (__1)n—l 1 (1 __t)n
Et comme (1) = In(2) = k;:) R — /0 i t)ndt
et les quantité en jeu sont convergente, on fait tendre n vers +oo on a
+0o0 (_1)k—1
Y. =1In(2)
k=1 k
PARTIE 11

Application au développement en série entiére d’une fonction
absolument monotone

Soit f une fonction de classe C* sur l'intervalle | — 4,4[, avec a > 0, véri-

fiant :
V(n,x) € Nx] —a,af, f"(x) >0
n+1 1
Pour tout (1, x) € N x| —a,a[, onpose R,(x) = xn' / (1—u)"f+) (xu)du
: 0

2.1. Question

Montrer que pour tout x €] —a,a[ ettoutn € IN,

) = 3O ks,

= K

Réponse :

Soit (n,x) € Nx] —a,a|,

Six = 0 alors le résultat est bien vérifié.

Six # 0, ona f est une fonction de classe C* sur | — a,a[, on applique la
formule de taylor avec reste integral I'ordre n entre 0 et x, on a

x * (x — t)n (n+1)
_ kzzo 2 f® /0 S AARIOLT
On fait le changement .
de variable t = ux = Z f x + / Mf(n—H) (ux)xdu
k=0
n xn+1 1 "
— 2 oy /o (1 —u)"FO ) (xu)du
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Rappel : Une sé-

rie a terme positifs
converge si, et seule-
ment si, la suite de ses
partielles est majorée.

CNC math I-PSI-2019

XK+ Ry (x).

& fW(0)
L

2.2. Question

Montrer que, pour tout x € [0,a[ ettoutn € IN,0 < R, (x) < f(x).

Réponse :

L f00)
OnanE[O,a[,VnG]N,ZTx >0etRy(x) >0
=0

n_ (k)
et f(x) = I;)f k!(O) XK 4 Ry (x).

donc 0 < Ry(x) < f(x)
2.3. Question

i i F(0)
Montrer que, pour tout x € [0,a[, la série numérique ) X est
n=0 :
convergente.
Réponse :

: £
Soitx € [0,a[,onaVn €N, ) fk—!()xk < f(x)

k=0
i fR0) &

X ) est majorée,
n

donc la suite des sommes partielle <

|
= K
() (0
or la série a Z f—f)x” est une série a termes positifs.
=0
() (0
d’ot f |( )x” est convergente.
=0 M

2.4. Question

Soit n € IN. Montrer que, pour tout x € [0,4[ et tout y €]x, 4],

0 < Ru(x) < (g)m Ru(y) < (g)nﬂf(y)-

Réponse :

OnaV(n,x) € Nx]—a,al, f"(x) > 0 donc les fonctions f™ sont croi-
sante sur | — a,a[ pour tout tout n € IN.

Soientn € N, x € [0,a[ ety €]x,a[ona Vu € [0,1],xu < yu

donc Vu € [0,1], f" (xu) < ™ (yu) (f) est croissante.)

donc Vu € [0,1], (1 —u)"F) (xu) < (1 —u)"f) (yu)

donc /01(1 —u)"F) (xu)du < /01(1 —u)"F) (yu)du

donc
xn+1 1
Ru(x) = = [ (1= )"0 ()
xn_H ! np(n+1
= [ =

mylhassan@yahoo.fr 8
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xn—l—l yn—H

1
- ynJrl n! /O (1 - u)nf(n+1)(yu)du

= G)M R (y)

Etd’apres 2.2 ona R, (y) < f(y), d’ou le résultat.
2.5. Question

o =0
En déduire que, pour tout x € [0,a], f(x) = ) _ o
n=0 ’

x x n+1 x n+ /
or (;) < 1donc (}7) —— 0 donc (;) fly)y ——0

n—-+oo n——+oo

n+1
Soient x € [0,a] ety €]x,alonaVn € N,0 < R,(x) < (x> fy)
1

d’ott Ry(x) — 0
n— 400

n (k)
or f(x) =) fk—(mxk + Ry (x),d’apres la question 2.1 et on fait tendre
k=0

!
+oo (k)
n vers 400, on obtient f(x) = ) _ f k'(O) XK,

k=0

2.6. Question

£ (0)

(n m 1)! |x|n+1

Montrer que, pour tout x €] —a,0[ et toutn € N, |R,(x)] <

(0)

. . . . £
puis en déduire que la série numériques Z —

x" est convergente de
n!
n=0

somme f(x).

Réponse :

Soient x €] —a,0[etn € N,

onaVu € [0,1],xu € [x,0] donc fU"*(xu) < f"*(0) car f"+1) est
croissante, et on a aussi 0 < f (n+1) (xu)

donc Vu € [0,1],0 < (1 — u)"f(”+1)(xu) <(1- u)nf(nJrl)(o)_

donc

0< /01(1 _ u)nf(n—i-l)(xu)du < /01(1 _ u)nf(n—l—l)(())du

< £ () [ (1~ uydn

0

D’ou
xn+l 1 n n
Ra(x)| = |5 [ (=)D (e
" sy oy [ n
< 7 _
<E ) [ (1w
\—,—/

1

n+1
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f),
< WW i
f(n+1)(0) n+1

CES
) (0)

mérique ) f—x” qui est convergente d’apres 2.3, d’ou R, (x) ——
=0 n! n—r-+o00

Etona " 0 car c’est le terme général de la série nu-
n—-—+0o

0,

oo £ (k)

par suite quand 7 tend vers +coona f(x) = ) f k'(O) xk,
k=0 )

PARTIE III

Etude d’une équation différentielle lineaire
Dans cette partie, on s’intéresse a 1’équation différentielle
y® —y=0 (E)

On désigne par X I'ensemble des applications ¢ : R — C telles que ¢ soit
une solution sur R de I"équation différentielle (E).
3.1. Question
Montrer que X est un C—espace vectoriel.
Réponse :
Soit f € X c-a-d une solution de (E) sur R, donc f est 4-fois dérivable et
puisque f @) = f,onaura f (4) est continue sur R donc f est de classe C*
sur R, d’ott f € C*(R,C)
par suite & C C*(R, C).
On a alors X est un sous-espace vectoriel de C-espace vectoriel C*R,C),
en effet :
e On a la fonction nulle est solution de (E) donc £ # @.
e Soient f,g € X, € C,ona (ocf+g)(4) = le(4) +g(4) =f+g
donc f +g € X.
3.2. Pour tout A € C, on note f la fonction définie sur R par :

Vx € R, fi(x) = M.

3.2.1. Question

Montrer que la fonction f, est solution sur R de (E) si, et seulement si,
M =1.

Réponse :
Soit A € C,

onaf, € X& Vxe lR,f)(f)(x) = fi(x) © Vx € R AN =M o
A =1
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e 1,—1,i,—isontles
racines de A* = 1

e Y. n’est pas néces-
sairement de dimen-
sion finie.

CNC math I-PSI-2019

3.2.2. Question

Préciser toutes les solutions sur R de (E) de la forme f,, avec A € C.

On f) solution sur R de (E) si, et seulement si, A* = 1

or les solution réels de I'équation A* = 1 sont exactement A = 1 et
A = —1, et par suite les solutions réelles de (E) de la forme f, sont
exactement fj et f_;.

3.3. Un minorant de la dimension du C—espace vectoriel X

3.3.1. Question

Les notations étant celles de la question 3.2. précédente; montrer que si
A1, Az, Az et Ay sont des complexes deux a deux distincts alors la famille

(f)\llf/\Qlf/\y f/\4) est libre.

Réponse :
4

Soient ay, o, 3, 4 € C*, tels que Y axfr, =0
k=0
donc Vx € R, a1eM* 4 a2 + az3e™* + age’* =0
on dérive 4 fois et on remplace x par 0 on obtient le systeme suivant :

vy + ay + a3 + ag =0
A+ apdy 4+ azAz 4+ agdy =0
mA] 4+ A5+ a3y + wA; =0
0(1)\% + DQ)L% + 0(3)\% + 0(4)\2 =0

C’est un systéeme de Cramer d’inconnues 1, ap, a3, &4 € C* dont le
determinant est un determinant de Vandermonde de taille 4,

1 1 1 1
A Ay Az Ay

— A — A\
22N 1<Ii<Ij<4( i = A)

NN

qui est non nul puisque les A; sont deux a deux distincts, donc la seule
solution est la solution nulle, c-a-d que 1 = ap = a3 = a4 = 0.
3.3.2. Question

En déduire que le C—espace vectoriel X est de dimension > 4.

Réponse :
on a la famille (f1, f—1, fi, f—i) est une famille libre de . d’ot1 si X est
de dimension finie alors dim > > card{ f1, f_1, fi, f—i} = 4.

3.4. Etude d’une application linéaire
Soit tp un réel; on considere 1’application

A L —t
¢ — (@(to), ¢'(to), " (to), ¢"" (o))

mylhassan@yahoo.fr 11



Notation :

S

ona:sia<b,

./[;,b} F(t)dt = /ahf(t)dt

etsib < a,

b
0t = —/a F(H)dt

ona

max(a,b)
- | 0L

min(a,b)
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3.4.1. Question

Vérifier que A est une application linéaire.

Réponse :
Soient ¢, ¢ deux solutions de (E), eta € C,on a
Aag +9) = ((ap +¢)(to), (ap + ) (to), (xp + )" (to), (xp + )" (to))

N

= (ag(to) +y(to), ag'(to) + ¢/ (to), ag" (to) + " (to), ag" (o) +
(¢ (t0), ¢’ (o), " (o), ¥""(t0))

I
2

=«

)
(9(t0), ¢'(t0), 9" (t0), " (t0)) +
Ag) +A(Y)

Dans la suite, on cherche a établir que 'application A est injective;
pour cela on considere une application g € X telle que A(g) = (0,0,0,0),
c’est a dire que g% (ty) = 0 pour k € {0,1,2,3}.
3.4.2. Question

x (x _ 5)3
Montrer que pour tout réel x, g(x) = / —

ds.
e QL

Réponse :
On a g est de classe C4, la formule de Taylor avec reste integral a
I'ordre 3 entre tj et x donne

/!
= g(to) + &' (to)x + & gt“’)x2+ 3

' —(x — S)Sg(4) (s)ds

g(x) 6

Comme g € XetA(g) =0

onag® = getg(ty) = (o) = ¢"(to) = ¢"(ty) = 0, d’otr le résultat.
3.4.3. Soit t un réel distinct de tp; on note I; le segment d’extrémités
to et t et on pose

t—to|?
M, = suplg(s)] a0 = L=/
sel;
(i) Question
x —tolk
Montrer que, pour tout k € IN et tout x € I;, |g(x)| < Mtlxltc—’ X o :

Réponse :
Par récurrence sur k,

t — to|°
Mt = Mth(t)—l Ol ,

ol le résultat est

Pour k=0, on a Vx € I, |g(x)| <

vrai.

Soit k € IN, supposons le résultat vrai a I'ordre k et montrons le a
I'ordre k + 1.

Soit x € I,

X (X—S)3

g = | [ F=Lg(s)ds
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(x—s)°
< / s)|ds
S S| 6 (5]
<ar [ Ig(s)lds
[to,]
Remarque : Par hypotheése de récurrence
pour le calcul de la
derniére integral on
discute deux cas : . s — to |k
t<tyetty <t 18(x)] <1Xt/ Moty —————ds
[to,x] k!
k+1 |s — to|*
= M ™" / d
[to,x] k'
— |kt
= Makt! |x — to
(k+1)!

d’ot1 le résultat.
(ii) Question

|t —tol"

Justifier que la suite ( o

) converge vers 0.
n=0

Réponse :

. . t— tol"
la série exponentielle cx”—| | est convergente, donc son terme
t !
n

L i
général tend vers 0 c-a-d o}/ —| n'0| — 0.
. n—+o0
(iii) Question
En déduire que g(x) = 0.
Réponse :
— tn|™
Vx € I, |x — to| < [t — to] Soite > 0,dng € IN, Vn >, ”%gg
Soitn > npon a '
|x — to|" |t —to|"
Vx € I,Vn € N, |g(x)| < tx?T < a?T
t—to|"
donc Vx € I, [g(x) zx’;—| o <e

<
= n!
doncVx € I, |g(x)| <

|

|
donc |g(t)| = |11mg
3.44. Questlon

€.
(x)| < ¢, et ceci pour tout e > 0, d’ot g(¢) = 0.

Conclure que A est injective et que la dimension du C—espace vectoriel £
est égale a 4 puis justifier que

Y = {x > ae* +be  +ce +de”¥; (a,b,c,d) € C*}.

Réponse :
D’apres la question 3.4.2,

VgeX A(g) =0 = g=0

Une application d'un ceci donne que l'application linéaire A est injective.
ensemble A dans
f(A) est toujours sur-
jective, on dit surjec- mylhassan@yahoo.fr 13
tive par construction
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donc application linéaire ¥ — A(X) est
¢+ (¢(to), ¢'(to), ¢" (to), 9" (to))

un isomorphisme d’espace vectoriel car injective d’apres ce qui pré-

cede et surjective par construction.

d’ot1 X est un espace vectoriel de dimension finie et sa dimension
vérifie dim X = dim A(X%).

et comme A(X) est un sev de C* on a dimX = dimA(Z) < 4, or
dimX >4, doudimX = 4.

Finalement, le fait que (f1, f—1, fi, f—i) est une famille libre de X, de
cardinal 4 = dim X donne que (f1, f_1, fi, f—i) est une base de £, d’ou

Y =vect{f1, f-1, fi, f-i} = {x — ae* +be™ " + ce™ +de"*; (a,b,c,d) € C*}.

PARTIE IV

Application a I’étude d’une équation intégrale

L’objectif de cette partie est de déterminer les fonctions f : R — IR continues telles
que

Vx €R, f(x) =x+ % /Ox(x — )3 f(t)dt

Soit donc f : R — R une telle application. Pour tout n € IN, on note g, la
fonction définie sur R par

Vx € R, gn(x) = /x(x ()t

0

4.1. Question
Montrer que la fonction gg est dérivable sur R et exprimer sa dérivée en

fonction de f.
Réponse :

OnaVx € R, go(x / f(t)dt, donc g est la primitive de f sur R qui

s’annule en 0, et puisque f est continue sur IR, on a g est de classe C! sur

Ret g, = f.
4.2. Soit n € IN*

4.2.1. Question

n X
Vérifier que pour tout x € R, g,(x) = ) _(— (n) x* / PEF(E)
k=0 0
Réponse :
Soitx € R,

$u() = [ (x =0 f(0)at

= [} X () ot

mylhassan@yahoo.fr 14




Remarques

o Il faut séparer le cas
de k = Oavantde
dériver la somme.

° i (n> (—1)"71{ =0
k=0 k B
d’apres la formule du

bindme appliquer a
1+ (=1)"
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_ é(_n”—k (Z) o [ e

4.2.2. Question
En déduire que la fonction g, est dérivable sur R et que g;, = 1g,—1.

Réponse :
Soit x € R,

i) = S () ([ etoar)
( x

=Nngn-1

4.3. Recherche d"une équation différentielle vérifiée par f

4.3.1. Question

1
Vérifier que, pour tout réel x, f(x) = x + 3 23(x).

Réponse :

X
D’apres la relation (2), ona f(x) = x + %/ (x —t)3F()dt = x +
0

1

ggs(x )-

4.3.2. Question

Justifier que la fonction f est quatre fois dérivable sur R et qu’elle est solu-
tion sur R de I’équation différentielle

y(4) -y =0.

mylhassan@yahoo.fr 15
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Réponse :
On a g1 = go et go dérivable donc g; deux fois dérivable et aussi
g2 = 2g1 donc g est trois dérivable et par suite g3 = 3g> donne que

g3 est 4 fois dérivable, d’ou f(x) = x + % g3(x) est 4 fois dérivable, et

1 1 1
Vx eR, f'(x) =1+ ggé(x) =1+ 63g2(x) =1+ igz(x)
1
Vx € R, f(x) = 555(x) = g1(x)
Vx € R, f"(x) = gi(x) = go(x)
Vx € R, f®)(x) = g)(x) = f(x) d’out f est solution de I'équation (E).
4.3.3. Question

En déduire qu'il existe des complexes 4, b, c et d telles que

Vx € R, f(x) = ae* + be™™ + ce'™ + de ™~

Réponse :
On a f est solution de (E) donc f € X, donc d’apres 3.3.4 on a le
résultat.

4.4. Question

Déterminer les valeurs prises par f(0), f'(0), f/(0) et f/(0) et en déduire
que

Vx €R, f(x) = %(sinx + sinh x)

ou sinh désigne la fonction sinus hyperbolique.

Réponse :

OnaVn € N, g,(0) = 0donc £(0) =0, f/(0) =1, f(0) =0, f(0) =0
et comme Vx € R, f(x) = ae* 4+ be™* + ce'™™ + de ™,

On prenant x = 0 on obtient

a + b c + d =0
a — b ic — id =1
a + b — ¢ — d =0
a — b — ic + id = 0
donc
a + b =0
c + d =0
2a + 2ic = 1
2a — 2ic = 0
donc , , . ,
aspb=pesgyitog
donc Vx € R,
) = 2(eF —e7) + (e — &)
4 4
_1 inh(x)+1 in(x)
—2° 2°
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4.5. Question

Synthese : Vérifier que la solution trouvée a la question 4.4. précédente vé-
rifie bien I’équation intégrale (2).

Réponse :
Vérification facile.

Fin de I'épreuve

mylhassan@yahoo.fr 17



